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Dans un graphe planaire minimal 5-chromatique, appelons pi le nombre 
des sommets de degre i, et N le nombre total des sommets. On enter&a par 
sommets mineurs les sommets de degre 5 ou 6, par sommets majeurs ceux dont 
le degre est &gal ou superieur a 7. On demontre ici Ies result&s suivants, dont 
le premier ameliore une inegalite obtenue par C. Chojnacki: 
(1) 2~~ + p7 z 24 + Ps + Gcs>~, G - 91Pi ; 
G-3 Pe + P7 + Pa > 24; 
13) P7 + 2 CPA4 2 12, CM> 8). 
En consequence de (3), ps 2 24; et, d’apres (2), N > 48. 
(4) Un graphe dont tous les sommets majeurs sont de degre 7 et &par&s les 
uns des autres contient une configuration reductible; 
(5) 11 y  a au moms 8 sommets majeurs de degre < 12. 
1. INTR~D~JCTI~N 
La presente etude a pour objet l’ttude des graphes minimaux planaires 
5-chromatiques, et notamment la limite inferieure du nombre de leurs 
sommets, designee par iV, et appelte par Saaty [14] ~~~k~~~~~~be~~ en 
l’honneur de G. D. Birkhoff, qui fit les premiers pas pour son evaluation. 
Notre travail a Cti: Clabore progressivement a partir de reflexions sur des 
publications anterieures, notamment celles de Winn [17-191, de Chojnacki 
[4], de Ore et Stemple [13]. 
Plus encore que d’ameliorer N, notre d&is Ctait de presenter un raisonne- 
ment explicite, aussi clair que possible, fondant cette amelioration sur 
des inegalites d’une port&e plus g&-r&ale, 06 seraient impliques les 
rents nombres pn , nombres de sommets de degre yz (n = 5,6,7,...). 
Cette etude etait presque achevte lorsque nous avons eu communica- 
tion, en janvier 1974, dun article de W. Stromquist Btablissant, par une 
methode differente de la nbtre et t&s proche de celle de Ore et Stemple, 
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la limite N > 45 (2 juillet 1973); I’auteur indique en outre que toute carte 
minimale (on parle de cartes 2 propos du coloriage des faces et de graphes 
lorsqu’on calorie les sommets) comporte au minimum sept regions 
majeures. Ces resultats, qui amtliorent ceux Ctablis dans [13] et dans [18] 
respectivement, meritent d’etre cites. Nous esperons que le present article 
leur apporte une nouvelle amelioration. Stromquist a prouve depuis lors 
que N > 52 11151. 
Nous souhaiterions remercier particulierement le reviseur de cet article, 
M. F. R. Bernhart, dont les suggestions ont permis d’en rendre la prben- 
tation meilleure, notamment en ce qui concerne la liste des reductions 
(section 3A) et le principe de compensation (section 4). II nous a signale 
qu’entre la methode de Heesch [9], denommee par Haken [8] “principle 
of discharging,” et la nbtre, il existait une forte analogie. Nous precisons 
ici le caractbre independant de nos recherches. 
Notre gratitude va tgalement au Professeur W. T. Tutte qui, en nous 
invitant 2 exposer le resultat de ces recherches ?I la Faculte de mathema- 
tiques de I’UniversitC de Waterloo, nous a permis de leur donner leur 
forme definitive. 
2. NOTATIONS EMPLOYI~ES 
On sait qu’un graphe minimal est une triangulation du plan; que tous 
ses sommets ont un degre Cgal ou superieur 2 5; qu’il ne peut $tre &par6 
par moins de cinq sommets; que tout cycle separateur de cinq sommets est 
necessairement constitue par l’entourage d’un sommet de degre 5. 
Nous appellerons G un graphe tract sur le plan et possedant toutes ces 
proprietes. Le nombre total de ses sommets sera N. 
~1, designe un sommet de degre II: selon l’usage, les Q et les o, seront 
appeles sommets mineurs, les v, (m > 7) sommets majeurs. Le nombre de 
v, sera design& par pn . 
Dans la description de l’entourage d’un sommet, v, sera remplact par yt, 
notation abusive, mais plus lisible. Par exemple, 8: 56565656 decrit un z+, 
dont l’entourage est constitut de zrg et de v6 alter&. Les sommets design& 
par des lettres n’ont pas de degrt precise 2 l’avance: en ce cas on tcrira 
a = 5, pour signifier que a est suppose de degre 5. 
Une autre notation utile est la suivante: 
Elle indique que, dans l’entourage de u, a et b sont condcutifs, et que 
l’arete ab est commune aux deux triangles aub et acb. Si a = 5, b # 5, 
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on abrkgera 21: ... a (5) 5 (5) b ... sous la forme u: ... a 5t b ‘*.; la notation 
contraire, signifiant que le vj situ6 entre a et b dans l’entourage de u 
n’appartient pas & une triade de z+, (triangle dont les trois sommets sont 
de degre 5), sera: 
u: ... a 5, b -** . 
Les notations ~~~ et vSs seront utilisees dans le m&me sens. 
Enfin, dans les figures, nous preciserons le degre des sommets selon la 
convention de representation proposee dans [9]: 
us : un gros point; 
Q : aucun signe (X pour les sommets p~riph~riqnes); 
07 : un petit cercle. 
(H. eesch utilise Cgalement un car& pour marquer un zig , un triangle 
equilateral pour un vg et un pentagone regulier pour un “3,, .) 
3. RI~DUCTIONS UTILIS~~ 
Tome recherche sur les graphes minimaux se fonde sur une bonne 
connaissance des reductions trouvees anterieurement et sur la reduction 
de cas nouveaux; il n’est guke possible de donner la hste complete des 
reductions existantes, dont le nombre ne cesse de s’accroitre, et qui ne 
sont pas tomes publiees. La liste qui suit presente tomes les reductions 
utilisees dans nos demonstrations, plus quelques autres, d’application 
assez g&&ale; les reductions anterieures sont groupees dans la sous- 
section A; les reductions nouvelles figurent dans la sons-section 
reductions B7 & B23 ont Cte demontrees dans [l I]; celles qui nous ont 
servi ici sont donnees sous forme abrCgCe en appendice. Les reductions 
24, B25, B26, inedites, sont demontrees dans les sections I1 et 12. 
A. RtVuctions anthieures 
Al. Le probleme a CtC rtduit aux triangulations ii-connexes dans 
lesquelles les circuits separateurs C, sont les entourages des sommets ug 
(Kempe, Birkhoff [3]). 
A2 (a) 5: 555 [3]; (b) 6: 555 (Ccrit aussi 5: 565) 161; (c) 6: 565 [I]. 
A3. Un sommet mineur (u, ou Q) entourt de sommets tons mineurs 
CL71. 
A4. Franklin a montre que tout sommet avec l’un des deux entou- 
rages suivants : 
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(a) paires (55) et IJ~ (avec au moins une paire de ~3, 
(b) un nombre pair de vg se suivant, plus un ou deux sommets 
quelconques, est reductible (1922). 
(c) Birkhoff avait deja reduit ozn entoure uniquement de zla . 
Franklin reduisit tgalement: 
(d) un sommet de degre impair entoure uniquement de z+ , 
pourvu que deux zi6 consecutifs aient pour autre voisin 
commun un Q . (Cette reduction, comme plusieurs autres 
citees ici, a Cte etablie sous forme duale, en considerant les 
regions dune carte et non les sommets dun graphe.) 
A5. Errera [5] generalisa les cas A4a et A4b: les circuits peuvent 
entourer une figure quelconque, pourvu que la figure reduite ne comporte 
pas l’identification de sommets adjacents. Le circuit A5a doit etre de 
longueur paire. 
A6. Winn [18] supprima la restriction dans la reduction prectdente 
pour les circuits du type A4b seulement, en se fondant sur la limitation 
imposee aux cycles C, (voir ,Al). 
A7. Les resultats Al, A2, A5 et A6 ci-dessus impliquent que les 
composantes connexes du sous-graphe induit par les v5 (composantes K5 
d&rites dans [12]) sont des configurations analogues 2 des arbres, avec 
pour seuls circuits des triangles 555 qui sont des faces de G. (La demonstra- 
tion don&e dans [12] s’appuie sur une preuve incorrecte de A6b et nest 
pas valable.) 
(N.B. Cette propriete n’est pas necessaire aux demonstrations presen- 
t&es ici.) 
A8. Renforcement de A4b: un v, (n = 6,7, 89) ayant n - 3 voisins 
v5 constcutifs est reductible. Pour n = 6, voir A2b: n = 7 a CtC resolu 
par Winn [18] et, independamment par Chojnacki, lequel attendit pour 
publier ce cas d’avoir resolu tgalement les deux derniers [4]. 
A9. Amelioration de A4a (Winn [18]): si n est pair, un ~1~ peut 
remplacer un des v6 . 
AlO. Des reductions de Winn [18, 191 complettes par celles de 
Heesch [9, p. 1731, il resulte qu’un v, ayant 4 ou 5 voisins vg a deux voisins 
majeurs; s’il a 3 voisins v5, il a encore au moins un voisin majeur. Un 
u7 entoure de sommets tous mineurs est done reduit, except6 s’il a 0 ou 1 
voisin vg , ou 2 voisins vg non constcutifs. 
11A. Winn [19] a trouve un renforcement de A5a: un circuit propre 
(sans diagonales) contenant des paires (55), des ~1~ et des paires (57) 
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orient&es dans le m&me sens sur le circuit et en triade avec un autre cj , 
est reductible. S’il y a au moins une paire du dernier type, le nombre de us 
n’est soumis B aucune restriction de parit& La rkduction ne doit pas 
identifier de sommets adjacents. Voisinage d’un v, , n 3 7. 
Al2, Deux sCquences paires de vj &pa&es par un vs et par un 
sommet quelconque [18]. 
Al% Tout sommet dont l’entourage est mineur et ne comporte pas 
au moins trois z/~ [18]. 
Al4. (a) 5: 6655(5)7 [19]; (b) 5: 6556(5)7 1131; (c) 5: 5665 1171; 
(d) 5: 6665(5)7 [6]. 
Al5. Une paire de z+, ayant un voisin commun v7 et les cinq autres 
voisins mineurs [19]. 
A16. (a) 6: 5665 121; (b) 6: 56665 [19]. 
A17. (a) 6: 5(5)5~5(5)5y [lS]; (b) 6: 5(5)5~6(5)5y [2]. 
A18. (a) 7: 5565 [2]; (b) 7: 556655 [9]. 
A19. 7: 5(5)757(5)5 [lo, rkduction R14]. 
A20. 8: 5556555 [9]. 
. Rt!ductions nouvelles 
(On a omis dans la liste B2, amCliorCe par A16a, et 
liorCes par Al 8a.) 
1. 8: 5(5)565(5)5. 
33. 7: z&6656. 
34. 9: 555655656. 
5. 9: 5565,6565,6. 
BS. 8: 5655565. 
B7. 8: 55556S1. 
38. 7: 5t6565t. 
310. 8: 65,665,6. 
11. 7: 5(5)656666. 
31.2. 7: 5(5)665666. 
313. 5: 6566(5)7. 
14. 7: 566(6)5(5)666. 
B15. 7. 56(6)5(6)6666. 
16. 7: 566(6)5(6)666. 
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B17. 5: 6656(5)7. 
B18. 7: 56(6)5(6)65. 
B20. 7: 6(6)5(6)6655. 
B21. 7: 6(5)5(6)6655. 
B22. 7: 6(6)5(5)6655. 
B23. 7: 5(5)7(5)56656. 
B24. 7: 55665t . Pour cette reduction, voir section 11. 
B25. 9: 55555655x. 
B26. 9: 55556555x. Pour ces deux dernieres reductions, voir sec- 
tion 12. 
4. INDICES AFFECT& AUX DIVERS SOMMETS: PRINCIPE DE COMPENSATION 
Nous considkrerons uniquement des triangulations G definies par la 
reduction Al. On connait l’inegalite deduite de la formule d’Euler qui 
leur est applicable: 
C (6 - n)pn = 12. (1) 
Si I’on affecte chaque sommet a, d’un indice z&J = 2(6 - n), on a 
immddiatement: 
1 i(uJ = 24. (2) 
Les seuls indices positifs sont ceux des Do . D’apres A2a, un zi5 a au 
moins deux voisins de degre superieur a 5. Pour Ctablir les irkgalites que 
nous nous proposons de demontrer, nous transfererons integralement les 
quantites positives intervenant dans (2) sur les sommets 0, (n # 5); nous 
obtiendrons ainsi un nouvel indice cZ(v,), calcult k partir de i(v,) par 
l’addition des quantites transferees. La somme globale n&ant pas affectee 
par le transfert de ces quantitts, on aura: 
c d(v,) = 24. (3) 
D’autres transferts de quantites positives pourront etre effect& 
ensuite a partir dun us ou m&me exceptionnellement d’un a7 : chaque 
fois, les conditions impostes aux transferts, qui pourront varier selon les 
inegalites ?I demontrer, seront definies saris ambigu?ttC. Nous determinerons 
alors, pour chaque valeur de ~1, une fonctionf(n) majorant d(v,). On aura 
Cvidemment: 
)-J(n)p, 3 24, avec f(5) = 0. (4) 
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Nous utiliserons successivement deux processus diRerents pour le 
transfert des quantites positives affecttes aux Do (rappelons que I = f2). 
Le premier, valable pour les sections 5 a 8, est le suivant: 
5: 55U,5U, 
5: 55W,UW, 
u, ui , wi ne sont pas des oj J x est q~~e~conquc. 
5: 5U51YllY2 
transferer 1 sur chaque u ou ui ; 
5: w~w~w~wqx 
transferer 4 sur chaque wi . 
Consid& du point de vue du sommet ZI, sur lequ.el s’efTectue le trans- 
fert, le processus peut &tre decrit comme suit: 
(a) Toute sequence de kv, augmente d(v,) de k - I; 
(b) tout ug &pare dans l’entourage de ZT, augmente d(v,) de I si 
c’est un vjt (sommet terminal de triade), et de + (~ventuel~eme~t 0) si c’est 
un v6$ (sommet terminal simple ou isole). 
5. AM~LIQRATION DE L'IN~GALIT~ DE GHOJNACKI 
La premikre application de cette methode, assez simple, peut servir 
d’exemple preparatoire aux demonstrations plus difhciles qui suivront. 
Chojnacki [4] a demontre qu’une triangulation C dans Eaquelle 
p6 = p, = 0 Ctait reductible, en ttablissant l’inegalite: 
3Pd-P, 324+p,+ c (i-9)&%. 
i>9 
Les transferts decrits ci-dessus suffisent, compte term des reductions 
connues, a prouver (5). En effet, d’aprks la reduction A4b, tome file de a5 
comprend au plus II - 2 sommets: la quantite transferee est au plus 
la - 3. Par consequent: 
d(v,) < 12 - 2n + n - 3 = 9 - n @ b 61. 
D’apres A8, si 6 < n < 9, la longueur maximum d’une sequence de ~3~ 
est n - 4; [les quatre sommets restants peuvent etre a55b ou a5bc (a, b, c 
n’etant pas des Q)]. Dans les cas oh n = 7, 8, 9, la valeur maximum 
d(vn) peut &tre ramenee a 8 - n: &oh j(7) = -j-l, S(S) = 0, j(9) = --I, 
ce qui Ctablit (5). 
Mais now pouvons abaisser Cgalement le coefficient de ps . En effet, 
d(v,) ne d&passe 2 que dans deux cas: 
(1) 6: 5, m, 5t wz2 5, m3 : d(vJ = 24; 
(2) 6: tit m, 5t m2 & m, : d(v,) = 3. 
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Le sommet m, dans le premier cas (ainsi que m2 et m3 dans le second) 
a dans son entourage la sequence de sommets mineurs *** 55655 .*., les 
deux paires 55 appartenant a des triades. Si le degre de m, est 6, 7 ou 8, 
la configuration est reductible (ARC, A18a, Bl). Et si le degre de ml 
est 39, d(m3 peut &tre augment& de 1 pour chaque sequence a*. 55655 .*. 
existant dans son entourage sans que sa valeur depasse 9 - n (A13). 
11 en est de m&me pour m2 et m3 dans le second cas. 
Le raisonnement precedent donne f(9) = 0. I1 semblerait done qu’on 
ne puisse abaisser le coefficient de zis sans effacer p9 du second membre 
de (5). Mais cet affaiblissement du resultat peut &tre &it& En effet, d(v,) 
ne dtpasse -1 que dans trois cas qui sont tous reductibles: 
9: 5 5 6 5 5 6 5 5 6 (reduction A4a); 
9: 5 5 5 5 5 6 5 5 x (reduction B25); 
9: 5 5 5 5 6 5 5 5 x (reduction B26). 
Nous avons done: 
2p,-tp, 324+~,+ C (i-9)pi. 
i>9 
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6. PROPRIBTI~ DES v8 
La propriM A10 concernant I’entourage des Y, joue un grand r81e dans 
les demonstrations qui vont suivre. Nous allons Ctablir une proposition 
de m&me nature concernant I’entourage des v8 . 
Dans un graphe G, un us comporte dans son entourage au mains deux 
sommets majeurs, ou un sommet majeur et deux v6 , ou quatre v6 , ou une 
configuration rbductible. 
DEMONSTRATION. Considerons I’entourage de u = v8 . Si tous les v5 
qu’il comporte sont constcutifs, il n’y en a pas plus de quatre (AS): la 
consequence est immediate. S’il y a six v5 rtpartis en deux sequences 
(4 + 2 ou 3 + 3, car A8 exclut 5 + l), les deux autres sommets sont 
majeurs (A12, A20). 
S’il y a cinq v5 repartis 4 + 1, 3 + 2 ou 2 + 2 + 1, ou bien il y a un 
sommet majeur et la proposition est prouvee, ou bien les trois autres 
sommets sont des v6 et la reduction A9 s’applique. Si la repartition est 
1 + 3 + 1, il y a encore un voisin majeur, ou la configuration est reduc- 
tible (B6). 
Incidemment, la propriett ci-dessus permet de prouver que les contri- 
butions euleriennes des faces (voir [13]) dans l’entourage d’un v, (n > 8) 
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dun graphe minimal ont une somme strictement negative (cette somme 
est ce que Heesch [9, p. 15’31 appelle courbure du premier ordre relative au 
sommet u,). La preuve repose sur des calculs tlementaires qui sont laisses 
au lecteur. 
7. p6 +p7 +P, 3 24 
Dans cette section et la suivante, nous allons pousser plus loin que dans 
la section 5 le processus de compensation des quantites positives d(~). Le 
transfert 2 partir des ZJ~ s’effectue suivant les regles don&es 21 la section 4. 
La condition fixee dans cette section sera f(6) = 1. Nous devrons montrer 
quef(7) =f@) = 1 et quef(n) = 0 pour n 2 9. 
u ” u 
(@ = sommet majeur) 
FIGURE 1 
Appelons h un sommet 2r6 , u un de ses voisins majeurs (il y en a cer- 
tainement au moins un, d’aprbs A3). Nous dtfinirons les trois cas de 
transfert suivants (les conditions sont precisees sur la fig. 1 et dans le 
texte, par la description partielle de l’entourage de h et de celui de u); 
T,: h: . . . 5tu5 . . . . u: . ..5h55 ..* 
(le premier z)~ n’est pas un vSt par rapport 2 U: voir exception ci-dessous). 
On transfere 1 de h sur U, ce que nous indiquerons par tl = 1. Le transfert 
utilise dans la section 5 est un cas particulier de T, . Notons que u est de 
degre 38 (A18a). 
T$ h: ...5u5 . . . . u: . ..5h5 . . . . t, = +. 
T3: h: ...5,ux . . . . u: ..-xh55 *a- @ f %I; t, zzz +* 
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Exception d la rig/e T, . Dans le cas d’une sequence: 
u:+‘.5,h55..., 
on transferera seulement 4 (transfert T,) de h sur u. 
(1) Apres compensation, f(6) = 1: D’apres A2b et A2c, si h a plus 
de 3 voisins v:, , son entourage est: 
6: 5 5 u1 5 5 uz: transferts Tz sur u1 et uz: d(h) = 1. 
3 voisins v5 . 6: 5 u1 5 u2 5 u,: si les trois vg sont des vgt, Tl sur chaque 
sommet ui: d(h) = 0; si l’un des V~ au moins est un vBs , trois T,: d(h) < 1. 
6: 5 5 u 5, a b: si la paire 55 fait partie dune triade de v5 , 
b est majeur (A17b): T, sur U, T3 sur b (ceci justifie l’excep- 
tion a la regle T,): d(h) = 1; dans le cas contraire, TI sur U, 
car la reduction A17b nest plus applicable: d(h) = 1. 
6: 5 5 u 5, xx: T2 sur U: d(h) = 1. 
2 voisins us . 6: 5 u 5 x x x: si les deux v5 sont des vgt , Tl sur u; si 
l’un d’eux au moins est un vss , T, sur u: d(h) < 1. 
6: 5 a b 5 c d: d’apres A3, si l’un des vg est un vgt , il a un 
voisin majeur en commun avec h: le transfert T3 necessaire 
est effectue sur ce sommet majeur: d(h) = 1. 
Enfin, si h a 0 ou 1 voisin vg ou deux voisins v5 consecutifs, aucun 
transfert n’est necessaire. 
(2) Valeurs de f(n) pour les sommets majeurs: Rappelons que 
chaque sequence de v5 comprenant k sommets transfere seulement k - 1 
sur le sommet “central.” Si celui-ci comporte dans son entourage trois 
sequences, la somme des quantites transferees est au plus Cgale a n - 3. 
S’il comporte deux sequences, m&me &par&es d’un c&t par un v6 donnant 
lieu & un transfert Tl , la somme des quantites transferees est encore au 
plus n - 3: car l’autre intervalle comporte au moins un sommet majeur 
ou deux vg (A13): si les deux vg sont separts par un ves , il est important 
de noter qu’un seul d’entre eux peut donner lieu 2 un transfert Tl . 
Si u n’a dans son entourage qu’une sequence de vg, l’entourage est 
complete (au minimum) par 666, 6u, ou 65~ (A4b, A13). La somme des 
transferts est alors au maximum n - 2&: mais ce maximum ne peut &tre 
atteint dans le cas d’un v, (n < 9), en raison de la reduction A8. 
Si le voisinage de u ne comporte aucune sequence de vg, la somme des 
quantites transferees est au plus &gale k @z, dans le cas oti l’entourage est 
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mineur et du type: & 6 5,6 5t 6 5, ... (5$6 5, est exclu par Alk): en e 
on compte I + 4 + 2t, = 24 pour 4 sommets. Nous avons done: 
f(n) = 12 - 2n + n - 29 = 99 - n (n 3 1% 
fP> = 0; f(8) = I. 
Un raisonnement plus prtcis, mais complique et necessitant quelques 
reductions nouvelles, permet de demontrer que f (8) = 0, sauf dans Ie 
cas suivant : 
8: 5555M5tA46 (M: sommets majeurs), 
on f (8) peut atteindre 4. 
u = vi : si u a cinq voisins u5 , les deux autres sont majeurs et l’entourage 
est: 7: 5 5 5 nz, 5 5 m, (AX, A18a): d(u) = 1. S’il a qua&e voisins vg ) i 
‘a qu’un voisin us au plus. Compte term de Al0 et de Alga, il reste ?+ 
iscuter: 
7: 555m15,m,6. 
Si le sommet de degre 6 necessite un transfer3 T3 , celui-ci a lieu SW nz, 
dont, en ce cas, l’entourage comporte la sequence ..* 5 5 u 6 5 5 ... et 
dont le type est done different de celui de U. 
Si u a trois voisins z+, , il a egalement un voisin majeur au moins (AlO). 
n montre de m&me que d(u) < 1, si l’on note que deux transferts T, 
exigeraient une sequence *.. 5 5 6 6 5 5 ... et que deux transferts Tz, avec 
la sequence 7: 5,6 5 6 5t, presentent une configuration reductible (I%). 
Si u a moins de trois voisins vg , d(u) < 0. Dans tous les cas, f(7) = 1. 
On peut conclure de cette discussion que: 
ps +h +ps 3 24. (-3 
8. PREMIBRE INeGALITl? CONCERNANT LES SOMMETS MAJEURS 
Dans cette section, nous fixerons la condition J(6) = 0; c’est-&-dire 
que les quantitts positives d(vG) devront ?tre entiibrement compensees: 
nous parviendrons 2 ce resultat en remplaFant les transfer% TI, T, , T3 
par un transfert unique: tout 216 transferera une quantite tgale 2 4 sur 
chacun de ses voisins majeurs. Cette ritgle comportera deux exceptions 
qui seront present&es dans la discussion 
(1) f (6) LO: d’apres A2b, un v, ne peut avoir plus de deux voisins 
o5 cons&.&ifs; d’apres A2c, A16a, A16b, des voisins vg non constcutifs sont 
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necessairement s&parts par au moins un voisin majeur. Done, pour un vg 
don& h, d(h) est la somme de quantites alternativement < - 1 et < + 1. 
Done d(v,) d 0. 
(2) Chaque sommet majeur u de degrt m a un indice initial Cgal 
a 12 - 2m; il a au plus m voisins mineurs, dont chacun transfere sur lui 
une quantite au plus Cgale a + 1: done f(m) = 12 - m (m > 7). On tire 
de Ii l’inegalite suivante: 
x(12 - m)pm 3 24, m 3 7. 
Cette inegalite est tres faible, et nous devons la renforcer en ce qui 
concerne les coefficients de p7 et de ps . 
Observons que, pour u = v, , d(u) n’atteint le maximum de 12 - m 
que si les conditions suivantes sont remplies: 
(1) u n’a pas de voisin majeur (sinon d(u) diminue de 1 pour chaque 
voisin majeur); 
(2) u n’a pas de voisins o5 consecutifs (toute sequence de k vg trans- 
f&e seulement k - 1 sur u); 
(3) u n’est pas entoure exclusivement de v, : si m est pair, c’est un 
cas de reduction (A4c); si m est impair, en vertu de la reduction A4d, 
chaque vg ne peut lui-m&me avoir qu’un voisin 2rg oppose au sommet 
majeur: si c’est un vSS , le ZJ~ correspondant ne transfkre que 4 sur U; si 
c’est un vgt, son entourage est 5: 5 5 a 6 b: d’apres A3, a ou b est majeur; 
le transfert se fait B partir du vg sur ce sommet majeur, ce qui rend inutile 
le transfert sur U. Dans ce cas, d(u) est au plus Bgal 2 12 - 3m/2; 
(4) l’entourage de u ne comporte pas de vSs : s’il en comporte un, 
dune part celui-ci ne transfere que i sur U; mais de plus, dans la sequence 
6 5,6, l’un des deux vg ne recoit que 4 du v5S (voir fig. 2), ce qui permet 
de diminuer de i la quantite que ce ve transfere B son tour sur U. Done, 
finalement, la presence d’un v5$ (situ6 entre deux v,J diminue d(u) de 1. 
FIGURE 2 
Done f(m) = 12 - m seulement si u est entoure exclusivement de vg 
et de vSt , le nombre de ces derniers ne pouvant &tre nul. Notons que s’il 
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n’y a qu’un vgt , la configuration est rCductible (A9 si m est pair? circuit 
A5a si m est impair). Les rtductions A17a, B3, I310 montrent que le 
maximum ne peut jamais &tre atteint pour m = 7 ou m = 8 (un v8 entom- 
de six us et de deux vgt est Cgalement rkductible par A5a). 
J(S) = 3. On a finalement: 
9. v7 AVEC ENTOURAGES MINEURS 
Dans les deux sections qui suivent, nous utilisons une m&ode diErente 
pour compenser les coefficients positifs des vg : un v5 ayant mkessairement 
un ou plusieurs voisins majeurs, nous pouvons transfker la qua&C 
positive le concernant sur ceux-ci sans faire intervenir les Us . 
Si un v5 a un seul voisin majeur, on transfkrera +2 sur celui-ci; s’il a 
deux voisins majeurs, on transfkrera $1 sur chacun d’eux; s’il en a plus 
de deux, la quantith transf&e sera + 1, mais il sera possible d’excepter, 
dans la discussion, un voisin majeur qui subira un transfert de moins. 
Supposons que G n’ait comme sommets majeurs que des vg isolts les 
uns des autres, done n’ayant que des voisins mineurs. G contient une 
configuration rkductible. 
En effet, f(5) = 0, d’aprb le processus de compensation; f(6) = 0, car 
les indices nuls des us n’ont pas CtC modifits. 11 reste a prouver quef(7) = 0. 
D’aprks AlO, les v7 consid&& ont 0 ou 1 voisin vg , ou deux voisins vg 
non condcutifs. Avec 0 ou 1 voisin v5 , d(vJ = -2, -1 ou 0. s’il existe 
deux voisins vg , il y a deux cas: 
(I) 7: 6 6 6 6 (a) 5 (b) 6 5 (fig. 3): 
FIGURE 3 
ConsidCrons l’entourage 5: 6 7 6 a b du premier vg : si b = 5, B11; 
si ab = 56, B13; si ab = 66, B15. Done a ou b est majeur et le v5 ne trans- 
f&-e que 1 sur le v7 consid&%. La dkmonstration s’applique de m&me 2 
I’autre v5 . 
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Done: 
d(v,) = -2 + 1 + 1 = 0. 
(2) 7: 6 6 6 (a) 5 (b) 6 6 5 (fig. 4): 
FIGURE 4 
Le raisonnement est analogue: si b = 5, B12; si ab = 56, B14; si 
ab = 66, B16. Nous avons encore d(v,) = 0. Toutes les quantitts f(n) 
&ant nCgatives ou nulles, I’inCgaliti: (4) est impossible. Done G n’est pas 
minimal. 
10. SECONDE IN~GALIT~~ RELATIVE AUX SOMMETS MAJEURS 
Appliquons au cas gCnCra1 le processus utilisk pour les ZIP dans la section 
prCcCdente. Comme ci-dessus, f(5) = 0, f(6) = 0. Pour dtterminer la 
valeur de f(n) en fonction de y1 (n 3 7), nous rappellerons une proposition 
ttablie par Winn: une skquence de trois v5 comporte nkessairement une 
paire de vg adjacents ?I deux sommets majeurs (sinon on aurait l’une des 
reductions A2a, A2b ou A14c). 
On en dCduit que, dans I’entourage d’un sommet majeur U, la quantitt 
maximum transf&:rCe par une sequence de v5 est donnCe par le tableau 
suivant : 
656: 2 65m: 1 
6556: 4 655~1: 3 
65556: 4 6555m: 4 
S’il y a k vg condcutifs (k > 4) encadrts par des us , la quantith trans- 
f&:rCe sera au plus k + 2; elle ne dkpassera pas k (respectivement k + 1) 
si la skquence est encadrke par deux sommets majeurs (respectivement 
par un sommet majeur et un 2~~). 
D’aprh A15, la sequence 6556 dans l’entourage d’un v, transfkera 3 
(et non 4) sur ce sommet. 
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Pour dkterminer la valeur maximum de d(v,J suivant chaque valeur de n, 
nous remarquerons que celle-ci est atteinte si l’entourage de U, est constituC 
de paires de o5 n’ayant pas d’autre contact avec un sommet majeur, done 
stparkes par des us . Mais, en considtration de A4a, l’entourage doit 
comporter kgalement un sommet majeur, ou un zig siZpar& ou une s6quenc-e 
de trois zi5 . On constatera, en construisant une sequence rdpondant h ces 
conditions, que f(n) < 0 pour YI 3 14. Dans le cas de TZ = 14, la rCduc- 
tion A9 Climine le cas de quatre paires de v5 + un v5 s&par&. On trouve 
de m$me: f(l3) = 12 (la sCquence maximale comportant trois paires de 
uj et une skquence de trois vJ; f(12) = 12 (entourage 12: 655655655755, 
par exemple); f(l1) = +4; f(l0) = $4; f(9) = 14; f(S) = +4. 
Pour n = 7, nous avons besoin d’un rCsultat plus fort: il faut montrer 
que f(7) = 2. Comme i(o,) = -2, le but est atteint si u (sommet de 
degri: 7) n’a pas plus de deux voisins v5 ou s’il en a trois formant une 
skquence. L’examen des autres cas ntcessite une sCrie de ri 
particulikres: 
A. 3 voisins vj non conskutifs: 
a. U: 5565 est r&ductible (Al8a); 
b. U: 55665: D’aprks la remarque faite plus haut, la paire 55 
augmente d(u) de 3 et non de 4. D’autre part, le vj &par6 n’a pas q 
voisins mineurs (fig. 5): supposons a = 6; bc = 66, 820; be = 56, 
bc = 65, B22; bc = 55, B24. Nous avons done: d(u) < -2 + 3 + t = +2. 
FIGURE 5 
C. U: 56565ab: d’aprb AlO, a ou b est majeur; le vg qui hi est 
contigu transfke 1 sur u. 11 en est de m&me pour le L’~ mtdian qui a un 
autre voisin majeur: en effet, appelons c et d ses deux voisins n’appartenant 
pas ?I l’entourage de u: si cd = 55, A14b; si cd = 56, B!3 ou B17; si 
cd = 66, B18. On a done: d(u) < -2 + 1 + 1 + 2 = +2, 
B. 4 voisins ug non group& 2 + 2: 
a. U: 5 5 5 a 5 b c: d’aprks Al8a, a est majeur: ses deux voisins vj 
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et le sommet median de la sequence 555 transfkrent chacun 1 sur U; le 
dernier D, ne peut transferer 2 (fig. 6). Supposons en effet c, d, e mineurs 
(c = 6): si d = 5, A2a ou A2b; si de = 65, A14a; si de = 66, A14d. La 
somme des quantites transferees ne pouvant exceder 4, d(u) = $2. 
FIGURE 6 
b. U: 5 5 a 5 b 5 c: d’aprks AlSa, a et c sont majeurs: la somme 
des quantites transferees ne peut exceder 4: B nouveau, d(u) = +2. 
C. u: 5 5 m, 5 5 6 m, ou u: 5 5 ml 5 5 5 m2 (m, et m2 sont majeurs): 
dans le premier cas, d(u) peut Ctre tgal & 3; dans le second, d(u) = 3. 11 
est necessaire de compenser cet exces pour ramener d(u) a la valeur 2. 
Considerons la fig. 7, on m, a et& represente comme un v, ; mais le 
raisonnement ne suppose pas cette restriction. Si a, = 5, dl est majeur et 
pl transfere 1 sur m, et 1 sur dl : le transfert sur u n’est pas necessaire et 
d(u) = 2; le m&me raisonnement vaut pour a2 . (Si m, = 7, on peut en 
outre remarquer que ni a, ni a, ne peut Gtre un v5 , en vertu dune reduc- 






Si m, est de degre superieur 2 7, comme p1 et pz ne transferent que 1 sur 
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~1~ , ce sommet peut recevoir un transfert de 1 provenant de U: l’exds de 
d(u) est ainsi compend. Nous pouvons supposer m, = 7. 
a. a, et a2 sont des vg . * si b et c sont tous deux des ~1~ QU si l’un 
d’eux est majeur, d(mJ < 1 et le transfert de 1 sur m, peut 2 nouveau 
compenser l’exces de d(u). Si bc = 55, A18a; si bc = 56 (0x165), B23. 
b. On peut done poser: a, ou a, (mettons a,) est majeur. 
ce cas, pI transfere 1 sur m, et 1 sur a, et le transfert sur u peut etre &it&. 
II faut remarquer que a, ne peut pas poser le m&me probleme que M par 
rapport g m, : en effet, si b et e sont des v5, G presente une configuration 
reductible (A19). Nous avons done, dans tous les cas, f(7) = 2. 
En reportant les valeurs de f(n) qui viennent d’&tre etablies pour chaque 
valeur de IZ dam l’inegalite (4) et simplifiant par 2, nous obtenons: 
P7 + 2P8 + 2P9 + 2Pm + 2P1, + PI2 + PI3 3 
E’equation (I) peut &tre mise sous la forme: 
ps= 12+ c (n-6)pn. 
n>7 
On voit immkdiatement que p5 3 24. Ce resultat et I’inegalite (7) per- 
mettent de conclure: 
Duns un graphe minimal, il y a au mains 48 sommeis de degre’ au plus 
bgai B 8. 
Le rapprochement des inegalites (9) et (10) nous donne un autre 
resultat concernant les sommets majeurs. Posons x = p7 , y = Et:, pi ) 
z = p13 V Tout graphe G qui verifie (9) et (10) verifie egalement les formes 
plus faibles de ces inegalitts: 
4x + 3y > 24 + z, (113 
Supposons que x + y Q 6. On a immediatement, d’apres (1 l), x = 6, 
y = z = 0. Mais ces valeurs ne verifient pas (12) et ne sont pas accep- 
tables. 
Supposons B present que x + y = 7. On tire de (11) x > 3 + z et de 
(12) y 3 5 - z: additionnant membre B membre ces deux inegalitts, 
nous obtenons: x + y >, 8, ce qui contredit l’hypothese. Nous pouvons 
done Cnoncer: 
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Dans un graphe minimal, il y a au moins huit sommets majeurs de degre’ 
<12. 
11. PREWE DE LA REDUCTION B24 
Cette reduction, Ctablie depuis la parution du catalogue [l 11, utilise 
les m&mes notations, introduites par Winn et expliqutes dans [I I]. 
Le coloriage de base est indique sur la fig. 8. Les coloriages du cycle 
exterieur sont immtdiatement extensibles a I’interieur de la configuration, 
sauf dans deux cas: 
Rl: bdfi = 2424; R2: bdfi = 4224. 
b 
FIGURE 8 
La reduction de ces cas est presentte dans le tableau ci-dessous. A 
gauche figurent: le numtro du cas & rtduire, le choix des “paires de 
couleurs” utilistes dans la reduction, les hypothkses concernant les 
chaines de Kempe: ac signifie que a et c appartiennent 2 la m&me chaine; 
df/ indique que d et f sont relies entre eux par une chaine qui ne comprend 
aucun autre sommet du cycle separateur. A droite sont indiques: entre 
parenthkses, les lettres des sommets appartenant 2 I’une des paires de 
couleurs considerees; la colorabilite de la figure (Cx signifie que la figure 
est colorable avec le sommet u de couleur x); les implications logiques 
permettant de progresser dans l’etude de la reduction; le mot (suite) 
signalant que I’on passe B un nouveau coloriage a rtduire. 

































4 2 4 
3 3 
3432323242 
4 3 4 
4 4 
I 4 1 
1 12 
1 4 
12. PREUVE DES R~~DUCTIONS I325 ET I326 (sous FORME ABR&G&S) 
Pour allCger cette ttude, nous donnerons ces deux rCdnctions SOLE 
forme abr6gee (voir [I 11): les coloriages “A” du cycle siparateur, directe- 
ment extensibles & l’ensemble de la configuration, ne sont pas mentionnCs. 
Des coloriages “II”, rtductibles par I’argument des chaines de Kempe 2 
des coloriages A, ne se trouvent que dans la rkduetion I326 (au nombre 
de 22); ib sont tous rkductibles par l’utilisation des paires de couleurs 12/34 
et ne seront done pas 6tudiCs non plus. Les coloriages “C”, rtductibles 
par I’emploi r6p&tc de l’argument des chaines, donnent lieu 2s des modifi- 
cations successives dam le coloriage du cycle shparateur. &a liste de ces 
modifications permet de reconstituer la rtduction de chaque eas. 
aboutit finalement ?I un coloriage B pour Sequel est indiquC le choix de 
paires de couleurs permettant de le rhoudre. 
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Configurations. Chacune des deux configurations est entouree d’un 
cycle C,, . Le sommet X, voisin du Q central, sera designe par a; les 
designations b, c, . . . suivront dans l’ordre cyclique, en commencant le long 
de la plus longue sequence de Do . 
I. Re’duction de 9: 5 5 5 5 5 6 5 5 x (B25) 
Coloriage de base: C,, = 2 3 1 d 1 f 1 h 1 2 k. 
11 y a quatre cas ?t reduire: 
(1) dfhk = 3323: c = 2 l/13/24. 
(2) dfhk = 2323: cde = 212 I/13/24. 
(3) dfhk = 3223: c = 2 11 f = 4 /I 12134. 
(4) dfhk = 2223: a = 1 /I 14123: ai ou ci + a/: 
A. ai: jk = 32 II j = 4 /I 13124. 
B. ci+al:jkab=3242//k=l//c=4//a=3llj=2//b= 
1 I/ 14123: si aj: k = 4 /I 12134; si dj + al (impliquant dhj ou 
coloriage A): i = 4 /I 12134. 
II. Riduction de 9: 5 5 5 5 6 5 5 5 x (B26) 
Coloriage de base: C,, = 2 1 c 1 e 1 g 1 3 2 k. 
Si k # 3, le coloriage de la configuration est immediat. Si k = 3, les 
coloriages se r&solvent immediatement comme indique plus haut (par 
l’utilisation des chafnes 12134) except6 les trois suivants: 
(1) cegk = 3433: a = 4 11 e = 3 II k = 1 /I h = 4 l/j = 4 I/ ghij = 
4343 I/ 13124: 
A. gil: ghi = 212 11 b = 2 I/ 13124. 
B. ail: ijka = 2132 11 d = 4 II 13124. 
(2) cegk = 4333: a = 4 [I c = 3 II ijk = 232 11 i = 4 11 k = 1 II jk = 
13 II b = 2 /I i = 2 /I 12134. 
(3) cegk = 4433: 13124 conduit dans toutes les hypotheses a des 
coloriages directs ou 3 des coloriages B, reductibles par 12134. 
Note. L’auteur ayant verifie par ailleurs que tout zig entoure de six vg 
et trois v, etait reductible, la propriete des us demontree dans la section 6 
est egalement vraie pour les vg . 
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APPENDICE: E)~MONSTRATION ABRBGGE DES 
(Ces rkductions sont tirCes de [ll]; elles ont tt6 reproduites avec 
l’aimable autorisation de 1’U.E.R. de Mathtmatiques de Z’lJniversit6 des 






No. 1: dfhj = 3144: a = 2 11 d = 1 11 b = 4 // 14123. 
No 3 
No. 3: 1. af = 24: (1) ci = 32: 14123. 
II. af = 21: (2) ci = 34: 12/34. 
(3) ci = 42: e = 3, h = 4 11 12134. 
(4) ci = 22: 14123. 
(5) ci = 32: 12134: c = 4: No. 3. 
(6) ci = 33: 14123: ci = 22: No. 4; i = 2: No. 5. 
1 Les rhductions Nos. 2,9, et 19 ont Ct6 omises, &ant don& qu’elles out.36 amkiiorhes 
(voir [21); les rkductions Nos. 5 et 7, non utilistes dans la dbmonstration: ont &ttB sup- 
prim&es kgalement. 
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III. af = 41: (7) et (8) ci = 24,42, 34 ou 43: I2/34. 
(9) ci = 32: g = 4 // 14123. 
(10) ci = 22: 14123: c = 3: No. 9 (ci = 33: symktrique). 
(11) ci = 23: 14/23: c = 3: No. 10. 
(12) ci = 44: 13124: aci = 222: NO. 4; c = 2: NO. 8; 
d = 3 11 g = 2 j/ 13124. 
IV. af = 44: (13) c = 4 ou i = 4: 13124. 
(14) ci = 22: 12/34 (ci = 33: symitrique). 
(15) ci = 32: Z3/24: a = 2: No. 1. 
(16) ci = 23: 14/23: c = 3: NO. 14. 
d 
No 4 
No. 4: (les chiffres entre parenthbes indiquent les couleurs des 
sommets a, d,x h,j): (21111), (31131) et (31434): 13/24. (34111), (31444), 






No. 6: 1. afg = 213: (1) di = 13: 12/34. 
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. afg = 313: (2) di = 13: 12134: ai = 44: No. 5. 
(3) et (4) di = 33 ou 43: 14/23. 
PH. afg = 413: (5) di = 14: 13/24. 
(6) et (7) di = 34 ou 44: 14123. 
IV. afg = 234: (8) di = 14: 14/23. 
(9) 2 (12) di = 31, 33, 34 ou 44: 13/24. 
Q. afg = 334: (13) di = 11: 13124. 
(14) di = 31: 13124: d = 1: No. 13; kab = 313 m No. 5. 
(15) di = 41: 13124. 
No 8 i 
No. 8: (I) bef i = 2121: 13124: b = 4: voir (3); a = 3 11 e = 4 I/’ 12/34. 
(2) bef i = 3121: 14123: b = 2: No. 1; c = 4,j = 3 // 12134. ce = 44, 
j = 3 ii hi = 12 11 14123 (symktrique: befi = 2123). 
(3) bef i = 4121: 13124: fgh = 414 ii 14/23. h = 4 11 12134 (symbri- 
que: bef i = 2124). 
(4) bef i = 2141: 14123: c = 4 11 12134. a = 4 11 12134. cef = 441 Ii 
13124. 
(5) bef i = 2143: d = 4 11 13124. 
(6) befi = 2144: c = 4 11 12134. 
No. 10: tous les coloriages sont directs: c’est une “A-rBductiom.” 
No. 11: A-Sduction Cgalement. 
NO. 12: dfhjl = 23324 ou 23423: 14123. dfhjl = 34224: e = 2 ii 13124. 









No 12 -4 





No. 13: (1) bdgj = 2212, 2213, 2312, 2232, 2233 ou 3234: 13124. 
(2) bdgj = 3423, 3343, 3443: 14123. 
(3) bdgj = 2234: bd = 44 13124: tquivaut B = bdgj (r&oh). 3343 
e = 3 /i 12134: (A) g = 4 11 b = 3 i/13/24. (B) e = bj = 42 11 14/23. 4 11 
No 14 
NO. 14: I. bd = 22: = (I) cfik 3433: 12/34: ik = 44: voir (2). 
(2) cf ik = 3444: 14123. 
II. bd = 33: tous les coloriages B se rtduisent par 12/34. 11 reste: 
(3) cf ik = 4333: e = 2 = 32323 11 hijkl l/12/34. 
(4) cf ik = 4344: 12134: ik = 33: cas p-&&dent. 
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No 15 
No. 15: bdhjl = 22411, 22444, 43311 ou 43443: 14123. bdhjl = 33444: 
12/34. (C’est une “B-reduction.“) 
k 
No. 16: les nombreux coloriages a reduire (coloriages “B” pour la 
plupart) se traitent par les chaines de couleurs 14/23, 2 l’exception des 
suivants: 
(1) Coloriages B: mbehj = 22434, 23143, 23144, 32144, 33434 et 
43211: 12/34. 
(2) Coloriages C: (a) mbehj = 22131: 14/23: ej = 44 // 12/34 (cas 
resolu). 
(b) mbehj = 33131: 14/23: ej = 44 // 12/34 (cas dejk resolu). 
(c) mbehj = 43141: I4/23: eh = 41: cas suivant. 
(d) mbehj = 43411: 14123: cj = 44, bk = 23 11 jk = 34 //14/23. 
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No ‘17 
No. 17: (I) dfhj = 2222: 14123: d = 3: cas stivant. 
(2) dfhj = 3222 ou 2223: 13124. 
(3) dfhj = 2232: ce = 33 11 12134. 
(4) dfhj = 2233: e = 3 // 14123. 
(5) dfhj = 2234: ce = 33 11 12134. 
d, 
No 18 
No. 18: (1) cfhk = 2111: 14/23. 
(2) cfhk = 2131: 14/23: k = 4: voir No. 5; fk = 44: voir No. 8. 
(3) cfhk = 2141: a = 4 // 13124. 
(4) cfhk = 2132: 13124: ck = 44: voir No. 12, 
(5) cfhk = 2134: 14123: c = 3: voir No. Il. 
(6) cfhk = 2334: j = 1 i/14/23. 
(7, 8, et 9) cfhk = 2414, 2434 ou 2444: 14/B. 
(10) cfhk = 3131: 14123: c = 2: No. 2. 
(II) cfhk = 3134: c = 4, i = 1 j/f = 3 // i = 4 11 13124. 
(12) cfhk = 4134: 12134: c = 3: No. Il. 
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No 20 
No. 20: il y a six coloriages B, tous rkductibles B l’aide des chaines de 
couleurs 13/24. 
No 21 
No. 21: I. be # 31, hk = 24: il y a huit coloriages B, tous rtductibles 
par 12134. 
II. be = 31: (a) behk = 3114, 3143 ou 3144: 14/23. 
(b) behk = 3124: 13124: h = 4: voir a; hk = 42: cas suivant. 
(c) behk = 3142: d = 4 // b = 4 11 e = 3 /I c = 2 11 bed = 242 I/ 
bk = 33 j/13/24. 
No. 22: I. be = 21: (1 et 2) gi = 13 ou 31: 13/24. 
(3) gi = 41: 12/34: g = 3: No. 2. 
(4) gi = 43: 14/23: eg = 41: No. 11. 
(5) gi = 44: 12/34. 





(8) gi = 41: 12/34: eg = 43: No. 12. 
(9) gi = 43: 14/23: g = 1: No. 6. 
(10) gi = 44: 14/23. 
III. be = 24: (11 et 12) gi = 13 ou 31: 13/24. 
(13) gi = 41: 12/34: g = 3: No. 12; eg = 33: No. 7. 
(14) gi = 43: hj = 11 // 14/23. 
(15)gi = 44: 14123. 
IV. be = 31: (16) gi = 13: 12/34: b = 4: No. 29; bi = 
(17, 19, et 20) gi = 31,43 ou 44: 14/23. 
(18) gi = 41: 12/34: b = 4: No. 32; bg = 43: No. 31. 
V. be = 33: (21) gi = 41: 12134. 
(22 et 23) gi = 43 ou 44: 14123. 
VI. be = 34: (24) gi = 33: 13124. 
(25 et 27) gi = 41 ou 44: 12/34. 
(26) gi = 43: 12134: g = 3: No. 24; beg = 433: No. 35. 
VII. be=41:(28)gi=11:13/24:g=3:XNo.31;bcdf=2344/jk= 
4 11 13124. 
(29) gi = 13: 13124: eg = 33: No. 35; i = 11 NO. 28. 
(30) gi = 14: 14123: g = 4: No. 34; eg = 44: NO. 41. 
(31) gi = 31: 13/24. 
(32) gi = 41: 12134: g = 3: No. 31; bg = 33: No. 17; kij = 121 // 
13124. 
(33) gi = 43: 14123: g = 1: No. 29. 
(34) gi = 44: hj = 11 // 13124. 
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VIII. be = 43: (35) gi = 33: 13/24. 
(36) gi = 41: 12/34. 
(37) gi = 43: 13/24: e = 1: No. 33; i = 1: No. 36; fgh = 424 // g = 
1 // 13124. 
(38) gi = 44: 12/34. 
IX. be = 44: (39 et 41) gi = 41 ou 44: 12/34. 




No. 23: I. bdf = 222: (1) ik = 11: 13124. 
(2) ik = 31: 14/23. 
II. bdf= 223: (3,4, et 5) ik = 11, 31 ou 41: 14/23. 
III. bdf = 232: (6, 8,9, 10) ik = 11, 33, 34 ou 41: 13/24. 
(7) ik = 31: 14123: b = 3: No. 19; f = 3: No. 12; k = 4: No. 9. 
IV. bdf = 233: (11 et 12) ik = 11 ou 31: 14/23. 
(13) ik = 41: 13/24. 
V. bdf = 234: (14 et 15) ik = 11 ou 31: 14123. 
(16) ik = 41: 13/24. 
VI. bdf = 322: aucun cas 2 rkduire. 
VII, VIII, et IX (17, 18, 19): bdf ik = 32341,32431, 33231: 14/,23. 
X. bdf = 333: (20 et 22) ik = 11 ou 41: 13/24. 
(21) ik = 31: 14/23. 
XI. (23) bdf ik = 33431: 14123. 
XII. (24) bdf ik = 34241: 13/24. 
XIII. (25) bdf ik = 34341: 14/23. 
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XIV. bdf = 344: (26) ik = 11: 14123. 
(27) if 31: 12134: b = 4: No. 22; i = 4: No. 30; df = 33: No. 21; 
bed = 423 j/13/24. 
(28, 29, et 30) ik = 33, 34 ou 41: 13124. 
Nore added inproof: Durant les deux an&es qui se sont &oulees depuis la prksentation 
de cet article, les mkthodes et les r&sultats se sont consid&ablement d&elop@s. 11 nous 
a &ti: possible de prouver que N > 96. La dCmonstration sera publi6e ult&ienrement. 
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